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1. Постановка задачи 
В замыкании [ ) [ ]0, 0,Q l= ∞ ×  области ( ) ( )0, 0,Q l= ∞ ×  двух независимых пере-
менных ( ) 20 1,= ∈ ⊂x x x Q R  рассмотрим одномерное волновое уравнение 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 12 , ,x x x xLu a u x f x x Q= ∂ − ∂ = ∈                         (1) 
где 2 ,a l  – положительные действительные числа, 
0 0
2 2
0x x x∂ = ∂ ∂ , 1 1
2 2
1x x x∂ = ∂ ∂  – ча-
стные производные по 0x  и 1x  второго порядка. К уравнению (1) на границе Q∂  области 
Q  присоединяются условия типа Коши и граничные условия на боковых ее частях 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
01 1 1 1 1
0, , 0, , 0, ,xu x x u x x x l= ϕ ∂ = ψ ∈                     (2) 
( ) ( ) ( ) ( ) [ )
0
2 (1) (2)
0 0 0 0 0,0 , , , 0, .x u x x u x l x x∂ = µ = µ ∈ ∞                (3) 
Здесь ( ):f Q x f x∋ →  – заданная функция на Q , [ ] ( )1 1: 0,ϕ ∋ → ϕ ∈l x x R , 
[ ] ( )1 1: 0,ψ ∋ → ψ ∈l x x R  – функции на [ ]0,l , ( ) [ ) ( )( )0 0: 0,µ ∞ ∋ → µ ∈j jx x R , задан-
ные функции на [ )0,∞ , гладкость которых будет уточнена ниже, 1,2j = . 
2. Решение уравнения (1) 
Общее решение уравнения (1) представляет сумму общего решения ( )0u  однородного 
уравнения 
( ) ( ) ( )0 0 1 1 02 0, ,x x x xa u x x Q∂ − ∂ = ∈                               (4) 
и частного решения v неоднородного уравнения (1). 
Частное решение v уравнения (1) находим через решение однородного уравнения (4) 
w с параметром [ )0,τ∈ ∞  по формуле 




v x w x x d= − τ τ τ∫ .                                    (5) 
Здесь функция ( ) ( )0 1 0 1: , , , ,w x x w x xτ → τ  – решение однородного уравнения 
( ) ( ) [ ]
0 0 1 1
2
0 1 0 1 1, , , , 0, 0, ,x x x xw x x a w x x x l∂ τ − ∂ τ = ∈                  (6) 
удовлетворяющего условиям Коши 
( ) ( ) ( ) [ ] [ )
01 1 1 1
0, , 0, 0, , , , 0, , 0, ,xw x w x f x x lτ = ∂ τ = τ ∈ τ∈ ∞           (7) 
где f – правая часть уравнения (1). 
Общее решение уравнения (6) есть сумма двух произвольных функций, а именно 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 0 1 00, , , ,w x G x ax G x axτ = − τ + + τ .                          (8) 
Подставив выражение (8) в условия Коши (7), получим систему уравнений 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 21 1 1, , 0, 0,G x G x x lτ + τ = ∈ , 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 1 0
1 2
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или 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2, , , , 0,z za G z a G z f z z l− ∂ τ + ∂ τ = τ ∈ . 
Из системы определяем частично значения функций ( )jG , а именно: 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ],0
0
1
, , , 0, , 1,2
2
j z
jG z f d z l j
a
−
τ = τ ξ ξ ∈ =∫ .                             (9) 
По условию задачи x Q∈ . Для всех этих значений x области определения 
( ) ( ]1 0 ,D x ax l− = −∞ , ( ) [ )1 0 0,D x ax+ = ∞  при 0a > . Поэтому области определения 
( )( ) ( ] [ )1 , 0,D G l= −∞ × ∞ , ( )( ) [ ) [ )2 0, 0,D G = ∞ × ∞ , так как функция f определена на Q . 
Функции ( ) ( ), 0 1,2jG j =  с помощью формул (9) определены только на отрезке [ ]0,l  от-
носительно первого независимого переменного. В связи с этим введем обозначения 
( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )( ) [ ]
,0
,1
, , 0, ,
,




G z z l
G z




                                      (10) 
где ( )( ) ( ]1 ,D g l= −∞ , ( )( ) [ )2 0,D g = ∞ . Чтобы функции ( )jG , определяемые формула-
ми (10), принадлежали классу ( )( )( )2 jC D g  относительно первого аргумента, должны 
выполняться условия согласования 
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )






10, 0, , | ,0 ,
2
1












τ = τ = − τ
∂
∂ ∂
τ = − τ
∂ ∂
                              (11) 




( ) ( )
( )







, , , ,
2
1
, | , | , ,
2
1
, | , | .
2
l
z l z l
z l z l
G l G l f y dy
a
G G







τ = τ = τ
∂ ∂






                               (12) 
Через функцию w, определяемую соотношениями (9)–(12), введем функцию 
( ) ( )0 1 0 1: , ,∋ → ∈v Q x x v x x R , значения которой вычисляются формулой (5), то есть 




v x G x a x d G x a x d= − − τ τ τ + + − τ τ τ∫ ∫              (13) 
Заметим, что функции ( ),0jG  на все области определения ( )( ) ( )1,2jD G j =  можно 
продлить полиномами, а именно 
( ) ( ) ( ) ( )1,1 201 1, ,0 , | ,2 4 zG z f z f z za a z =
∂
τ = − τ − τ ⋅
∂
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22,1
0
1 1 1
, , , , | .
2 2 4
l
z lG z f y dy f l z l f z z l
a a a z
=
∂
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Лемма 1. Если функция f принадлежит классу ( )0,1C Q  и для ( )jG , 1,2j = , выпол-
няются условия (11), (12) (условия согласования), то функция v, определенная форму-
лами (13), (9)–(12), принадлежит классу ( )2C Q , является решением уравнения (1) и 
удовлетворяет однородным условиям Коши 
( ) ( )
01 1
0, 0, 0xv x v x= ∂ = .                                                (14) 
3. Задача (1)–(5). Однородные условия согласования 
Так как имеем частное решение v неоднородного уравнения (1), а общее решение u 
этого уравнения представимо в виде суммы ( ) ( ) ( ) ( )00 1 0 1 0 1, , ,u x x u x x v x x= + , то даль-
нейшие исследования сводятся к решению однородного уравнения (4) относительно 
функции ( ) ( ) ( )0 0: ∋ → ∈u Q x u x R . В силу (14) решение ( )0u  должно удовлетворять ус-
ловиям Коши 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]




1 1 1 1 1
0, ,
0, 0, 0, , 0, ,
x x x x
u x x
u x u v u x v x x x l
= ϕ
∂ = ∂ − = ∂ − ∂ = ψ ∈
      (15) 
и граничным условиям 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
02 (1) 2 (1)
0 0 0 0,0 ,0 ,x xu x x v x x∂ = µ − ∂ = µ%                       (16) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 20 0 0 0, , .u x l x v x l x= µ − = µ%                               (17) 
Общее решение уравнения (4) представляет собой сумму двух функций 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 21 0 1 0u g x ax g x ax= − + +x ,                               (18) 
где ( )jg  – произвольные функции из класса ( )( )( )jmC D g . Области определения их как 
функций одного независимого переменного z следующие: ( )( ) ( ]1 ,= −∞ ⊂D g l R , 
( )( ) [ )2 0,= ∞ ⊂D g R , для любого Q∈x . Из условий Коши находим значения ( ) ( )jg z  
функций ( )jg , которые определяются формулами 





jj jg z g z z d C
a
−
= = ϕ + ψ ξ ξ + −∫ , [ ]0,z l∈ ,         (19) 
где C – произвольная постоянная из множества действительных чисел R. 
Далее значения ( ) ( )jg z  для ( )( ) [ ]\ 0,jz D g l∈  определяются из граничных условий 
(16), (17). 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )





k k k kg z z d C z C g z
a
z kl k l
−
ξ 
= − ξ µ − ξ + + − − 
 
∈ − − −  
∫ %            (20) 




= µ − − 
 
% , ( ), 1z kl k l∈ +   , k=1, 2, 3, ….    (21) 
Из последних формул видно, что значения функций ( )jg , 1,2j = , определены кусоч-
но на соответствующих отрезках через значения заданных функций 
( ) ( ), , 1,2 ,j j fϕ ψ µ =% . Поэтому, если потребовать достаточную гладкость этих функ-
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са 2C , 1,2j = ; 0,1,...k = . Следовательно, и решение задачи (1)–(3) тоже будет кусоч-
но-гладким. Нам надо, чтобы функция (18) была из класса ( )2C Q  на всем множестве 
Q , так как согласно лемме 1 ( )2v C Q∈ , если ( )0,1f C Q∈ . Для этого потребуем, чтобы 
функции (19)–(21) и их производные первого и второго порядков совпадали в общих точ-
ках соприкосновения. 
Таким образом, чтобы функция ( )1g  принадлежала ( ]2 ,C l−∞ , а ( )2g  – классу 
[ )2 0,C ∞ , кроме требований на гладкость заданных функций ( ) ( ), , , 1,2jf jϕ ψ µ =% %  за-
дачи (4), (15), (16), (17) должны выполняться равенства 
( ) ( ) ( ) ( )1, 1, 1| |k kp pz kl z kld g z d g z+=− =−= , 0,1,...k = , 0,1,2p = ,                (22) 
( ) ( ) ( ) ( )2, 1 2,| |k kp pz kl z kld g z d g z− = == , 1,2,...k = , 0,1,2p = .                 (23) 
Лемма 2. Равенства (22) выполняются для всех 0,1,2,...k = , а равенства (23) для 
1,2,...k = тогда и только тогда, когда (22) выполняются только для k=0, а (23) – для 
k=1. При этом произвольные постоянные ( ),i kC в формулах (20) должны быть одни и 
те же для всех 1,2,...k = , то есть ( ) ( ),i k iC C= . 
Из равенств (22), (23) получаем условия согласования 
( ) ( )0 0C = ϕ , ( ) ( )1 1 0C
a
= − ψ , ( ) ( ) ( )121 0 0a ′′µ = ϕ% ,                  (24) 
( ) ( ) ( )2 0 lµ = ϕ% , ( ) ( ) ( )2 0 l′µ = ψ% , ( ) ( ) ( )221 0 la ′′ ′′µ = ϕ% .                (25) 
Теорема 1. Если функции [ ]( )2 0,C lϕ∈ , [ ]( )2 0,C lψ ∈ , ( ) [ )( )1 1 0,Cµ ∈ ∞% , 
( ) [ )( )2 2 0,Cµ ∈ ∞% ¸ то функция вида (18) является единственным классическим реше-
нием из класса ( )2C Q  задачи (4), (2), (16), (17) тогда и только тогда, когда выполня-
ются однородные условия согласования (24), (25), константы ( ) ( ),i i kС С= , 1,2,3,...k = . 
Теорема 2. Если функции [ ]( )2 0,C lϕ∈ , [ ]( )2 0,C lψ ∈ , ( ) [ )( )1 1 0,Cµ ∈ ∞% , 
( ) [ )( )2 2 0,Cµ ∈ ∞% , ( )0,1f C Q∈ , то существует единственное из класса ( )2C Q  класси-
ческое решение ( ) ( ) ( ) ( )00 1 0 1 0 1, , ,u x x u x x v x x= +  тогда и только тогда, когда выполня-
ются однородные условия согласования 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 221 0 0,0 0 0f aa ′′µ − − ϕ = , 
( ) ( ) ( )2 0 0lµ − ϕ = , ( ) ( ) ( )2 0 0l′µ − ψ = , ( ) ( ) ( ) ( )( )2 221 0 0, 0f l a la ′′ ′′µ − − ϕ =  
константы ( ) ( ),i i kС С= , 1,2,3,...k = , 0,1i = , причем ( ) ( )0 0C = ϕ , ( ) ( )1 1 0C
a
= − ψ , где 
частное решение v определяется формулами (5), (8), (10), решение ( )0u  задачи (4), (2), 
(16), (17) – формулами (18)–(21). 
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